Matematicka logika a Regulae ad directionem
ingenii II.
Tomas Holecek

1. Odpovédi na otazky
V predchozim textu o matematické logice' jsem na otazky

Co nas vede k definicim matematické logiky?
Co nas vede ke zvoleni jazyka L a teorie T?
Jakou tlohu hraji pravidla kalkulu?

Co tvofi struktury?

navrhl s pomoci Descartovych Regulae ad directionem ingenii odpovédi

Vsechny definice podfizujeme tomu, abychom si vytvofili to, co je bytostné
vhodné pro feseni alohy.

Ur¢ity jazyk a teorii volime tak, abychom mohli vyfesit tlohu.

Pravidla kalkulu explicitné formulujeme tehdy, kdyz na né musime v feSeni alohy
odkazovat; jinak je nepotiebujeme.

Struktury jsou tvorené predmeéty, obsazenymi v aloze.

tj. kratce: matematicka logika neni popisem nebo predpisem usuzovani pfi feSeni
néjaké ulohy, ale jeho soucasti; neni zkoumanim pravidel nebo struktur, nachazejicich

1 Viz Holetek, T.: Matematicka logika a Regulae ad directionem ingenii, in: Ojrech - filosofie, Utery
2006.



se nékde mimo nas rozum, ale formulovdnim pravidel a vytvafenim struktur p¥i feSeni
ulohy.

Ted se pokusim tyto odpovédi dolozit z Descartova textu a ukazat jako jejich
disledky radikalni odpovédi na dalsi otazky, které si o matematické logice klademe
(a na néZ mame - nebo aspor ja mam - tendenci odpovidat zmatené):

Je néjaky jazyk nebo struktura prominentni?

Jsou meze rozhodnutelnosti mezemi asudku?

Jsou dukazy nedokazatelnosti nebo bezespornosti na jiné trovni usuzovani?
Vyskytuji se v tisudcich tézké kroky?

2. Dolozeni odpovédi
V komentafti k patému pravidlu Descartes fika

...multi vel non reflectunt ad id quod praecipit, vel plane ignorant, vel praesumunt se <ea>
non indigere, et saepe adeo inordinate difficillimas quaestiones examinant, ut mihi videantur
idem facere, ac si ex infima parte ad fastigium alicujus aedificii uno saltu conarentur pervenire,

vel neglectis scalae gradibus, qui ad hunc usum sunt destinati, vel non animadversis.”? (Reg. V,
380)

¢imZz rozvadi svou tezi, Ze metoda spociva v ,,...ordine & dispositione eorum ad quae
mentis acies est convertenda...”3, tj. v rozvrzeni tlohy. Na tom si vS§imnéme, Ze rozvrzeni
nebo fad (v pfirovndni: vnitini uspofddani schodisté a stfechy) je rozvrzenim nebo
fddem néceho (v pfirovndni: pohybu po budové) - tloha je tedy prvotni, rozvrzeni
nebo fad jsou druhotné. Metoda nespocivd v tom, ze bychom nalézali misto tulohy
v fadu, ale fad v tloze. Na tomto diirazu stoji moje minula odpoveéd”:

Vsechny kroky matematické logiky podfizujeme tloze.

Musim ale pro ni najit vic doklad® v textu, protoze zatim je to jenom interpreta¢ni
diaraz. V komentati k Sestému pravidlu rozliSuje Descartes absolutni od relativniho,

z

pricemz fika

2 v...mmozi bud neberou v tivahu, co toto pravidlo prikazuje, nebo o tom viitbec nevédi, nebo si mysli, Ze takové
pravidlo nepotiebuji, a casto se poustéji do nejtézsich iiloh tak neusporidané, Ze délaji, zdd se mi, totéz, jako kdyby se
pokouseli dostat z nejnizsiho mista néjaké budovy na jeji stfechu jedinym skokem opomijejice Ci si nevsimajice
schodisté, které je k vystupu nahoru urceno...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 43)

3 ... U usporaddni a rozvrZeni toho, na co se md ostii mysli zamérit...” (Cesky preklad, Oikoymenh, 2000,

str. 43)



... Tes omnes per quasdam series posse disponi, non quidem in quantum ad aliquod genus
entis referuntur, sicut Philosophi in categorias suas diviserunt, sed in quantum unae ex aliis
cognosci possunt...”* (Reg. VI, 381)

a o kus dal

LAtque in hoc totius artis secretum consistit, ut in ommnibus illud maxime absolutum
diligenter advertamus. Quaedam enim sub una quidem consideratione magis absoluta sunt
quam alia, sed aliter spectata sunt magis respectiva...”> (Reg. VI, 382)

¢imz rozvadi svou tezi, ze v kazdém fetézci kroka (tsudku) musime odliSovat
nejjednodussi od slozitéjsiho, abychom nasli sprdvné rozvrzeni alohy. To nejjednodussi,
pro danou tlohu absolutni, ale neni nejjednodussi ani absolutni mimo jakoukoli tlohu
a pred jakoukoli dlohou. Kazdy urcity jazyk matematické logiky je vystavény
z primitivnich (jednoduchych, nedefinovanych) vyraz®; tyto vyrazy slouzi pfi feSeni
tlohy jako vyrazy toho, co je v tiloze absolutni, a proto jsou jako absolutni vazané na
tlohu. Stejné je tomu se strukturou: prvky nosné mnoziny i defini¢ni relace a funkce

jsou vazané na tlohu. Proto:
Zadny uréity jazyk ani struktura matematické logiky neni prominentni.
V komentati k sedmému pravidlu Descartes fika

,Est igitur haec enumeratio, sive inductio, eorum omnium, quae ad propositam aliquam
quaestionem spectant, tam diligens et accurata perquisitio, ut ex illa certo evidenterque
concludamus, nihil a nobis perperam fuisse praetermissum...”” (Reg. VII, 388)

¢imZz rozvadi svou tezi, Ze k tomu, abychom poznali v8echno, co poznat miizeme,
potiebujeme enumeratio, vycet. Casto totiz tsudek piekro¢i moznosti piimého nahledu
(intuice) a potfebujeme jej néjak shrnout a tim poznat, Ze jsme nic duleZitého
nevynechali. Descartes ale dal fika

4 ... vse Ize roztridit do jakijchsi fetézcil, nikoliv podle toho, nakolik se vztahuji k néjakému rodu byti, tak jako
je filosofové rozdelili do kategorii, nybrz podle toho, nakolik Ize jedny pozndvat z druhych...” (Cesky pieklad,
Oikoymenh, 2000, str. 45)
5,V tom spocivi tajemstoi celé té dovednosti, Ze se diisledné zaméfujeme na to, co je ze vSeho v nejvyssi mire
absolutni. Nékteré véci jsou sice z jednoho hlediska vice absolutni neZ jiné, ale z jiného pohledu jsou vice
relativni...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 47)
6 Oznaceni urcitého jazyka nebo struktury za prominentni (napf. aritmetického jazyka a standardniho
modelu aritmetiky) mdZe mit ovSem vyznam zdmérného sousttedéni pozornosti.

,, TakzZe vycet neboli indukce je probranim vseho, co se vztahuje k néjaké predloZené otazce, a to probrinim tak
peclivym a podrobnym, Ze miiZeme s jistotou a ziejmé uzavfit, Ze jsme z nedbalosti nic neopominuli...”
pteklad, Oikoymenh, 2000, str. 45)

(Cesky



,Porro interdum enumeratio haec esse debet completa, interdum distincta, quandoque neutro
est opus; ideoque dictum tantum est, illam esse debere sufficientem.”® (Reg. VII, 390)

Jaké mame mit naroky na podobu vyc¢tu, zavisi na tloze; pii feSeni rtiznych tloh
potfebujeme rizné vycty. Matematickd logika toto téma rozviji jako rozhodnutelnost, ;.
jako moznost vytvoreni algoritmu, s jehoz pomoci miizeme rozhodnout o tom, co je a co
neni ditkaz urcité formule v urcité teorii (pro nds: feSeni ulohy). Jak mé takovy
algoritmus vypadat, tedy jaké jsou v ném pripustné kroky, zavisi na tloze (napi. pti
feSeni mnoha matematickych dloh je vhodné urcit rozhodnutelnost pomoci obecné
rekurzivnich funkci, tak jak se to déla; ne vsak pfi feSeni vSech). Proto:

Meze rozhodnutelnosti jsou mezemi tusudkid, ale zavisi na tloze, co je
rozhodnutelnost.

V komentati k osmému pravidlu Descartes fika

. ...quidquid integrum gradum constituit in illa serie, per quam a respectivis ad absolutum
quid, vel contra, veniendum est, illud necessario ante omnia quae sequuntur est examinandum.
Si vero multa, ut saepe fit, ad eundem gradum pertineant, est quidem semper utile, illa omnia
perlustrare ordine; hunc tamen ita stricte et rigide non cogimur observare...”? (Reg. VIII, 392)

a o kus dal

,...nam quicumgque priores exacte servaverit circa alicujus difficultatis solutionem, et tamen
alicubi sistere ab hac jubebitur, tunc certo cognoscet se scientiam quaesitam nulla prorsus
industria posse invenire, idque non ingenii culpa, sed quia obstat ipsius difficultatis natura, vel
humana conditio.”10 (Reg. VIII, 393)

¢imz rozvadi svou tezi, Ze feSeni tlohy se ma zastavit, narazime-li v jejim rozvrzeni
na nezbytny krok, na ktery nestacime. V tom piipadé pozname, Ze dloha je pro nas

8, Nékdy musi byt ten vycet tiplny, nékdy rozliSeny, nékdy neni nutno ani jedno ani druhé: proto jsme pouze
fekli, Ze musi byt dostatecny.” (¢esky pieklad, Oikoymenh, 2000, str. 59)

o ... cokoli v onom fetézci tvori samostatny stuperi, pfes néjZ se musi postupovat od véci relativnich k nécemu
absolutnimu ¢i naopak, je nutno to prozkoumat diive nez vsechno, co ndsleduje. Jestlize se k témuz stupni vztahuje
mmnoho véci, jak tomu casto byvd, je zajisté vidy uZitecné projit je vsechny po porddku. Zde vsak nejsme nuceni
dodrZovat poradi postupu tak diisledné a prisné...” (¢esky preklad, s tpravou, Oikoymenh, 2000, str. 63)

10 ,...nebot kdokoli bude pfi feseni néjaké 1ilohy presné zachovdvat pfedchdzejici pravidla, a pfesto ho ta tiloha
donuti se nékde zastavit, tehdy s jistotou poznd, Ze k dosaZeni Zidaného pozndni nemiiZe dojit Zidnou pili, a to
nikoli vinou slabosti rozumu, nybrZ proto, Ze se do cesty stavi povaha samotné tilohy, anebo lidsky tidél.” (Cesky
pteklad, s tpravou, Oikoymenh, 2000, str. 63)



netresitelna. Ovsem ne kazdy krok v rozvrhu feseni tlohy je nezbytny, nékteré je mozné
vynechat, aniz bychom tim udélali chybu. ProtoZe jakékoli feSeni tlohy ma jeji
rozvrzeni jako svij prvni krok (nelze fesit tlohy ndhodné) a k tomu patii, Ze o kazdém
kroku rozhodneme, zda je nezbytny nebo ne, patfi pfipadné poznani netesitelnosti
tlohy kjejimu feSeni. Rozvrhovani tlohy a usuzovani o dalSich krocich patfi
k samotnému  feSeni. VSechny dbtkazy o nedokazatelnosti (a specidlné
i o nedokazatelnosti sporu, tedy o bezespornosti) patfi k feseni tilohy (specialné k feseni
tlohy najit spor).!! Proto:

Dtikazy nedokazatelnosti a bezespornosti jsou na téze tirovni, jako ostatni dukazy.
V komentati k devatému pravidlu Descartes fika

... qui vere sciunt, aequa facilitate dignoscere veritatem, sive illam ex simplici subjecto, sive
ex obscuro eduxerint: unamquamque enim simili, unico, et distincto actu comprehendunt,
postquam semel ad illam pervenerunt...”1? (Reg. IX, 401)

¢imZz rozvadi svou tezi, Ze madme rozvijet pronikavost rozumu tim, Ze si budeme
pozorné viimat nejjednodussich véci. Ulohy totiz mohou byt sloZitéjsi nebo jednodussi,
ale vSechny samostatné kroky vjejich feSeni jsou stejné lehké. To znamend, Ze
v matematické logice nikdy neopustime jednoduchost primitivnich vyraza a axiomt na
jedné strané, a jednoduchost struktur na druhé strané, pokud jde o lehkost krokt

v tsudku (samostatné kroky v tsudcich o nekone¢nych strukturdch nemohou byt tézsi,
nez v tsudcich o malych kone¢nych strukturach). Proto:

V tsudcich se nevyskytuji tézké kroky.
3. Vztah k sylogistice

Matematicka logika se od sylogistiky 1isi - kromé jiného - tim, Ze neni popisem ani
predpisem usuzovani. To ted ukdZzu na tom, pro¢ se na ni nevztahuji Descartovy

namitky proti sylogistice.
V komentafti k desatému pravidlu Descartes fika

1 Coz znamend, Ze vSe, co matematickd logika pouziva v téchto dtkazech, tj. cely jazyk a silné
predpoklady teorie modelt patfi k samotnému feseni dlohy.

12 ... tilidé, ktefi dosihli skutecného védéni, rozpozndvaji pravdu se stejnou lehkosti, at uz ji vyvodili z prostého
predmétu ¢i z nejasného: kaZdou jednotlivou pravdu, jakmile kni dospéji, totiZ pojmou prostym, jedinym
a zretelnym vikonem...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 79)



... quasdam formas disserendi praescribunt, quae tam necessario concludunt, ut illis confisa
ratio, etiamsi quodammodo ferietur ab ipsius illationis evidenti et attenta consideratione, possit
tamen interim aliquid certum ex vi formae concludere.”13 (Reg. X, 405 - 406)

¢imz charakterizuje sylogistiku (které fika Dialectica). Mohlo by se zdat, Ze pohyb
silou samotné formy je i pro matematickou logiku urcujici (v podobé formalnich jazykda,
jejichZ skladebna a transformacni pravidla zkouma jako syntaxi), ale ukdzu, ze to tak
neni. To mé vede k otazce

O co jde v matematické logice?
Jesté se vratim k ¢tvrtému pravidlu; v komentati k nému Descartes fika

»... Neque enim etiam illa extendi potest ad docendum, quomodo hae ipsae operationes
faciendae sint, quia sunt omnium simplicissimae et primae, adeo ut, nisi illis uti jam ante posset
intellectus noster, nulla ipsius methodi praecepta quantumcumaque facilia comprehenderet. Aliae
autem mentis operationes, quas harum priorum auxilio dirigere contendit Dialectica, hic sunt
inutiles, vel potius inter impedimenta numerandae, quia nihil puro rationis lumini superaddi
potest, quod illud aliqguo modo non obscuret.” (Reg. 1V, 372 - 373)

¢imZz rozvadi svou tezi o nutnosti metody, kterd spociva jen v tom, neudélat chybu
pfi intuici a vést dedukci tak, aby nic nechybélo. Jakakoli dalsi pravidla usuzovani uz
jednak schopnost intuice a dedukce pfedpokladaji, jednak ji svou pFitomnosti
zatemnuji. Matematicka logika pouziva explicitni pravidla kalkulti, pravidla spliiovéani
ve strukturdch (podminky pravdivosti formuli vzhledem k urcité struktuie) apod.
Samotné usuzovani vsak neprovadime podle téchto pravidel, nybrz o téchto pravidlech
- anebo je pfi usuzovani bereme (doopravdy) jako jeden z predpokladdi, pricemz
samotny Gsudek uz opét spociva jen v jednoduchém nahledu nebo v jejich fetézci.l®
Proto:

18 ... predepisuji jakési formy feci, které iisti do tak nevyhnutelniyjch zdveri, Ze rozum, jenZ na né spolehl, je
schopen dojit k urcitému jistému zdvéru silou jen té samotné formy, pficemz si jaksi odpustil zfejmé a bedlivé
pozorovini samotného vyvozeni...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 87)

.. A také tu metodu nelze rozsifovat o pouceni, jak ty samotné tikony provddét, protoZe jsou ze vSech
nejjednodussi a elementdrni, takZe neni-li nds intelekt schopen s nimi zachdzet jiz pfedem, nepochopi Zadné poucky
té metody, byt by byla jakkoli snadnd. Dalst tikony mysli, které pomoci téch prve jmenovanych chce ¥idit dialektika,
jsou zde zbytecné, ba spise je musime pocitat mezi piekazky, protozZe k Cistému svétlu rozumu nelze pfidat nic, co by
je néjak nezatemriovalo.” (Cesky pieklad, Oikoymenh, 2000, str. 31)

15 Nakolik si toho je matematickd logika védoma (asi vnitini silou tradice, spiSe nez zajmem o svdj
ptivod) je vidét napt. v avodu ke knize Vitézslava Svejdara: kniha je ,,... uréena nikoliv Stendiiim, ktei se
chtéji naucit logicky myslet, nybrz ctendriim, kteri logicky myslet uz davno umeéji, a to zpravidla proto, Ze udélali
néjakou zkusenost s univerzitni matematikou.” (évejdar, V.: Logika, netiplnost, slozitost a nutnost, Academia,



V matematické logice pravidla nezatemnuji schopnost usuzovani.
V komentafti k desatému pravidlu Descartes dal fika

,Quippe advertimus elabi saepe veritatem ex istis vinculis, dum interim illi ipsi, qui usi sunt,
in iisdem manent irretiti...”1% (Reg. X, 406)

coZ je ndmitka proti jakémukoli pohybu silou samotné formy, ktery ma byt vedeny
pravidly usuzovani. Vzdy se objevi tloha, kterd bude vyZzadovat opusténi nebo
prekroceni téchto pravidel. V matematické logice zkoumame meze rtizné definovanych
formélnich jazyka a teorii (at uz se jedna o hledani co nejslabsich jazykt a teorii a
zjistovani, na co vSechno - navzdory své slabosti - staci, nebo o hledani co nejsilnéjsich
jazykll a teorii a zjiStovani, na co vSechno - navzdory své sile - nestaci) a casto je
v tsudku opoustime. Samotnd forma nemd v matematické logice tlohu, kterou méla
v sylogistice.

O kus dél Descartes fika

,Quamobrem hic nos praecipue caventes ne ratio nostra ferietur, dum alicujus rei veritatem
examinamus, rejicimus istas formas ut adversantes nostro instituto, et omnia potius adjumenta
perquirimus, quibus cogitatio nostra retineatur attenta...”17 (Reg. X, 406)

coz je vyhlaseni zaméru zasadné odporujicimu sylogistice, pokud jeji formy bereme
jako ndhradu vlastniho usuzovani. UdrZet rozum v bdélosti a pozornosti je zdmér, ktery
matematické logice neodporuje, pokud jeji formy bereme jako pfedméty zkoumani - .
tak, jak bral Descartes geometrické utvary. V tom piipadé je s ni naopak v naprostém
souladu. Proto:

Matematicka logika nema nahrazovat usuzovani.

Jesté dal Descartes fika

2002, str. 5) a jesté 1épe na obalu: ,,Autor se nesnaZi poucovat ctendre o tzv. spravném mysleni, chce vsak kldst
diiraz na feseni problémil a na srozumitelny vyklad, ktery postupuje od kladeni otizek k nalézani odpovédi.”
6, Vidime vsak, Ze pravda casto z onéch pout vyklouzne, zatimco ti, ktefi s nimi zachdzeji, v nich ziistdvaji
zapleteni...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 87)

17, Z téchto ditvodii zde hlavné branime tomu, aby nds rozum odpocival, kdyZ zkoumame pravdu o néjaké véci,
a odhazujeme ony formy jako odporujici nasemu zaméru a spise patrame po vsech pomocnyjch prostiedcich, které by
udrzZely nase mysleni v pozornosti...” (¢esky preklad, s tpravou, Oikoymenh, 2000, str. 87)



... nullum posse Dialecticos syllogismum arte formare, qui verum concludat, nisi prius
ejusdem materiam habuerint, id est, nisi eamdem veritatem, quae in illo deducitur, jam ante
cognoverint...”18 (Reg. X, 406)

coz uvadi jako davod pro to, Ze sylogistika ma pattit spiSe k rétorice (jako zptisob
pfedvadéni vysledk(l) nez kfilosofii. Matematicka logika ale zvladnuti matérie
nepfedpokladd; zdmérné si v ni klademe otazky, na které pfedem nezname odpovédi a
poustime se vni do oblasti, v kterych se pfedem nevyzname. V tomto smyslu se
neomezujeme ani na soucasny stav aritmetiky, ani na nic jiného. Proto:

Matematicka logika ma rozsifovat usuzovani.
Kone¢né v komentafi k jedenactému pravidlu Descartes fika

,Qua quidem ratione ingenii tarditatem emendari nemo non videt, et illius etiam amplificari
capacitatem. Sed insuper advertendum est, maximam hujus regulae utilitatem in eo consistere,
quod ad mutuam simplicium propositionum dependentiam reflectendo, usum acquiramus subito
distinguendi, quid sit magis vel minus respectivum, et quibus gradibus ad absolutum
reducatur...”1° (Reg. X1, 409)

¢imz rozvadi svou tezi, Ze spojovanim a opakovanym prochazenim ndhledu a vyctu
se schopnosti usuzovani rozsifuji (i kdyz rozum zlstava stejny, rozsifuje se nase
kapacita pro zvladani forem). Kromeé cviceni (pfic¢emz ke skolnim cvi¢enim je podle néj
vhodnad i sylogistika) je ale hlavnim cilem feSeni aloh. To se vztahuje i na matematickou
logiku. Proto:

Ve

Matematicka logika ma cvicit usuzovani, ale predevsim fesit alohy.
3. Namitky
Uvedené teze nabizim jako pojeti matematické logiky jako kartezidnské obecné

matematiky. Nevztahuji se vlibec na to, ¢emu se dneska fika filosoficka logika; ta sice
vice nebo méné nastroje matematické logiky pouzivé, ale jinak.

18 .. .dialektikové nejsou s to uméle sestrojit jediny sylogismus, ktery by vyistil v pravdivy zdvér, pokud uz
predtim nemeéli zvlddnutou jeho matérii, to jest, pokud onu pravdu, kterd se pomoci toho sylogismu vyvozuje, uz
predtim neznali.” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 87)

v KaZdy vidi, Ze timto zpiisobem se prekondvi maldtnost rozumu a dokonce se zvysuje jeho schopnost. Ale
kromé toho je potfeba poznamenat, Ze nejvétsi uzitek tohoto pravidla je v tom, Ze obraci pozornost k vzdjemné
zavislosti jednoduchych vyrokii, coZ rychle dopomdha ke zbéhlosti v rozlisovini toho, co je vice ¢i méné relativni a po
kterych stupnich vede cesta k absolutnimu...” (¢esky preklad, Oikoymenh, 2000, str. 91)



Pokud nékdo chce odmitat ,matematizaci novoveéké védy”, mél by, podle mého
minéni, odmitnout smysluplnost asponi nékteré uvedené otdzky, nebo piijeti aspon

Ve s

nékteré uvedené teze. Jesté zdsadnéjsi namitka by ale mohla byt:
Uvedené otazky nejsou dualezité.

coz by byla ndmitka vychazejici z urc¢itého aspektu dnesniho ducha. Jeji opravnénost
ted’ ale nevidim.



