Moderni logika

(verze z ledna 2024)
Podle zacatku spisu RUSSELL, B., WHITEHEAD, A. N. Principia Mathematica I. 2nd edition. Cambridge:

Cambridge University Press. 1927.

Co vidime nejprve (ang. primitive ideas)

Jednoduché proposice (Cesky obvykle ,vyroky*, ang. elementary propositions, z lat. pono, kladu; uzivame
[pro né] proménné, ang. variables, z lat. varius, pestry: p, g, r, s) jsou proposice, tj. vyrazy (ang.

expressions) bud’ pravdivé, anebo 1Zivé, neobsahujici Zddné proménné.

Jednoduché proposic¢ni funkce (Cesky obvykle ,vyrokové funkce“, ang. elementary propositional
functions, z lat. fungor, vénuji se) jsou vyrazy obsahujici proménné, které se po ohodnoceni (z ang. value,

z lat. valeo, zvladam) svych proménnych stanou jednoduchymi proposicemi; tém fikame jeji hodnoty.

Ptisazeni (Cesky obvykle ,tvrzeni“, ang. assertion; ) je pridani jednoduché proposice nebo jednoduché

proposicni funkce i se vSemi jejimi instancemi (z lat. st6, stojim) do naseho rozvoje.

Negace (ang. negation, z lat. ne, ne; ~p) je jednoducha proposi¢ni funkce jedné proménné [pro]
jednoduché proposice, jejiz hodnota je pravdiva, byla-li hodnota proménné 1ziv4, a 1ziv4, byla-li
pravdiva.

Disjunkce (ang. disjunction, z lat. iungd, pojim; p Vv q) je jednoducha proposi¢ni funkce dvou

proménnych [pro] jednoduché proposice, jejiz hodnota je pravdiva, byla-li aspoi jedna z hodnot

proménnych pravdiva, a 1Ziva, byly-li obé 1zivé.

Definice implikace (ang. implication, z 1at. plica, pletu)

*1.01 p—qjezkratkaza~pVq



Prvotni proposice (ang. primitive propositions)

*1.1  Cokoli implikovaného pravdivou jednoduchou proposici je pravdivé. (,pravidlo inference®, ang.
rule of inference, z lat. rego, spravuji, a z lat. fero, resp. z fec. @épw, nesu)

1.2 r(pvp)—p

*13 rFq—(pVva)

*14 r(pva)—-(qVvp)

*15 r(pv(QVvn)-(qVv(pvn)

16 F(Q-r-=>((pVva)—>(pVvr)

*1.7  Negace jednoduché proposice je jednoduchou proposici.

*1.71 Disjunkce dvou jednoduchych proposic je jednoduchou proposici.

*1.72 V disjunkci dvou jednoduchych proposic¢nich funkci obsahujicich tu samou proménnou tuto

proménnou mizeme brat jako jednu.

Diisledky

*¥2.01 + (p = ~p) = ~p (,princip dikazu sporem®, lat. reductio ad absurdum)

Dukaz:
(1):*1.2 [p = ~p] F(~pV~p)—~p
(2):z (1),*1.01 F(p—~p)—~p

(zapis [p = ~p] uzivame pro substituci ~p za p, vysledkem substituce je instance ptivodni proposice;

ang. substitution)

*2.02+q—=>(p—q)

Dikaz:
(1):*1.3 [p = ~p] Fq—=(~pVvq)
(2):z (1), *1.01 Fq—(p—q)

*2.03 F (p = ~q) = (q = ~p) (,princip transposice*)

Dukaz:
(1):*1.4 [p = ~p, q = ~q] F(~pV~qg)—(~qV~p)
(2):z (1), *1.01 F(p—>~q)—(q—-~p)

*204Fr(p>(@—=1))—>(q—-(p—1)



Duikaz:
(1):*1.5 [p = ~p,q = ~q] F(~pVv(~qVvr)—->(~qV(~pVr))
(2):z(1),*1.01 Fp=(@—-n)—-(@—->(p—-n)

*205F(g—=r)=((p—=9) = (p—r)) (,princip sylogismu“)

Dukaz:
(1): *1.6 [p = ~p] F@-r)->((~pVvag)—>(~pVvr)
(2):z(1),*1.01 Fl@a-n->((p—>q) ~(pP—-n)

*¥206F(p—>q)—=((g—=r) = (p~—r)) (,princip sylogismu")

Dikaz:

(1):*2.04[p=q-rq=p-qr=p-r]
Flla=r-=>0p=a)—>(P—-nr)
=((p=a)—=>Wq—=r)=>(p—>n))

(2): *2.05 F@-=>r->(p—>q)—->(p—n)

(3):z(1)a(2),*1.1 Flp=a)=>(q—=r)=>(p—>1)

*2.07Fp—=>(pVp)

Dtikaz:

(1):*1.3 [q = p] Fp—>(pVp)

*2.08 Fp—p

Dtikaz:

(1):*2.05[q=pVp,r:=p] F{(pVvp)=p)=>((pP=>(pVP))—(p—p)
(2):*1.2 Fpvp)—=p

(3):z(1)a(2),*1.1 Fip—>(pVvp)—(P—p)

(4): *2.07 Fp—>(pVp)

(5):z(3) a (4), *1.1 Fp—p

*2.1 +~pV p (ang. law of excluded middle, ,zakon vylouceného ttetiho“)
Dtikaz:

(1): *2.08 Fp—p

(2):z (1), *1.01 F~pVp

*2.11 + p V ~p (,zdkon vylouceného trettho“)
Dtikaz:



(1):*1.4 [p = ~p, q:=p] F(~pVvp)—-(pV~p)
(2):*2.1 F~pVp
(3):z (1) a(2),*1.1 FpV~p

*2.12 + p = ~~p (,princip dvojité negace")

Dtikaz:
(D):*2.11 [p = ~p] F~pV~~p
(2):z (1), *1.01 Fp—~~p

*213 FpV ~~~p

Dtikaz:

(1):*1.6 [q = ~p, r = ~~~p] F(~p—=>~~~p)=>((pV~p)=(pV~~~p))
(2):*2.12 [p = ~p] F~p—>~~~p

(3):z(1)a(2),*11 F(pV~p)—=(pV~~~p)

(4):*2.11 FpV~p

(5):z (3) a (4), *1.1 FpV~~~p

*2.14 + ~~p — p (,princip dvojité negace")

Dtikaz:

(1):*1.4 [q = ~~~p] F(pV~~~p) = (~~~pVp)
(2): ¥2.13 FpV~~~p

(3):z (1) a(2),*1.1 F~~~pVDp

(4):z (3), *1.01 F~~p—p

*2.15 F (~p = q) = (~q — p) (,princip transposice*)
*2.16 + (p = q) = (~q = ~p) (,princip transposice“)
*2.17 F (~q = ~p) = (p — q) (,princip transposice*)

Dilikazy vynechavame.

*22 Fp—=(pVvq)

Dikaz:

(1):*1.3 [p:=q, q = p] Fp—(qVp)

(2):*1.4 [p=q,q = p] F(Qvp)—(pVva)

(3):*2.06 [q:==qVp,r=pVvq] Fip=>(@Qvp)—=>((avp)=(pVva)—=>(p—(pVa)))
(4):z (1) a(3),*1.11 F{(qvp)—=(pva)—>(p—(pVva)

(5):z (2) a (4), ¥1.11 Fp—(pVvQq)



Takovy dikaz budeme zkracovat:
(1):*13[p=q,q:=p]
(2):*14[p=q,q:=p]
(3):z(1)a(2),*2.06

*221F~p=>(p—q)
Dtkaz:

(1):*2.2 [p = ~p]
(2):z (1), *1.01

*23 F(pVv(QVvr)->(pVv(rva))
Dukaz:

(1):*1.4[p=q,q:=r]
(2):*1.6[q:==qVr,r:==rvq]
(3):z(1)a(2),*1.11

*231r(pv(qVvr)-=(pVvgVvr)
Dtikaz:

(1):*2.3

(2):*1.5[q=r,r:=q]
(3):z(1)a(2),*2.05
(4):*14[p:=r,q=pVq]
(5):z(3)a(4), *2.05

Takovy diikaz budeme zkracovat:
(1):*2.3

(2):*1.5[q:=r,r:=q]
(3):*14[p:=r,q:=pVq]

*232F((pva)vr)=>(pVv(qgvn)
Dukaz:

(1):*14[p=pVq,q:=r]
(2):*1.5[p:=r,q:=p,r=q]
(3):*23[q=r,r:=q]

Fp-(qVp)
F@vp)—(pVa)
Fp—->(pVvaQ)

F~p—(~pVQ)
F~p—->(p—q)

F(@vr)—-(rvq)
F((Qvn->(rva)—->(pv(@Vvn)->(pV(rva))
F(pv(@vn))—-(pV(rva))

Fpvigvn)-=(pVv(rva))
Fpv(rva))->(rv(pVva))
Fpv(gvn)-=(rv(pva))
Frv(pva))->((pVva)Vvr)
Fpviavn)-((pva)vr)

Fipv(igvr)—-(pVv(rva))
F.=>(rv(pVva))
F.=>((pvq)Vvr)

F((pva)vr)—(rv(pva))
F.=>(pV(rvaq))
F.=>(pVv(qVr))



*238F(@—>r)—>((qvp)-(rvp)
Dikaz:
(1):*2.06[p=qVp,q=pVqr:=pVvr]

F({(qvp)—=(pVva))

= (((pva)=(pvn)=>(qVvp)=>(pVvr))
(2):*1.4 [p=q,q:=p] FQvp)—(pVa)
(3):z(1)a(2),*1.11 F{(pva)=(pvn)—=>(avp)—=>(pVr)
(4):*2.05[p=qVpq:=pVrr=rVp]

F((pvr)—(rvp))

= (((qvp)=(pVvn))->(qVvp)-(rvp)))

(5): *1.4 [q =r] F(pvr)—(rvp)

(6):z(4) a(5),*1.11 F{@vp)=>(pvn)->(qvp)—>(rvp)
(7):z (3) a (6), *2.06 F({(pva)—=>(pvn)—((avp)—>(rvp))
(8): *1.6 F@-r)->((pVva)—->(pVvn)

(9):z (7) a (8), *2.05 F@—->r)->((qvp)-(rvp)

*253+(pVvg)—>(~p—q)

Dikaz:

(1): *2.12 Fp—~~p
(2):*238[p:=q,q=p,r=~~p] F(p—->~~p)>((pvag)—>(~~pVva))
(3):z(1)a(2),*1.11 F(pvaq)—(~~pVQq)

(4):z (3), ¥1.01 F(pvr) - (~p-q)

Atd.

Definice konjunkce

*3.01 p A qjezkratkaza ~(~p V ~q)
Diisledky

*3.1 F(pAQ)—>~(~pV~q)
Dukaz:

(1):*2.08 [p == ~(~p V ~q)] F~(~pV~q)—>~(~pV~q)



(2):z (1), *3.01 F(pAQ)—>~(~pV~0q)

Takovy dikaz budeme zkracovat:

(1):*2.08 [p:==~(~pV~q)],*3.01 +(pAQg)—>~(~pV~0q)

*311F~(~pV~q)—>(pAQq)
Dukaz:
(1):*2.08 [p:==~(~pV ~q)],*3.01 F~(~pV~q)—(pAQ)

*312+~pV(~qV(pAQq))
Dikaz:
(1):*2.11 [p=~pV ~q],*3.01 F(~pV~q)V(pAq)
(2):%2.32[p=~p,q:=~q,r:==pAq]

F{(~pv~a)V(pAQg)) = (~pV(~qV(pAq)))
(3):z (1) a(2),*1.11 F~pV(~qV(pAQ))

Takovy diikaz budeme zkracovat:
(1):*2.11,*3.01 F(~pv~q)V(pAQ)
(3):z (1), *2.32 F~pV(~qV(pAQq))

*313 +~(pAq) = (~pV ~q)

Dikaz:
(1):*3.11 F~(~pV~q)—>(pAQq)
(2): z(1),*2.15 F~(pAQq)=(~pV~q)

*3.14 F (~pV ~q) > ~(pAQ)

Dikaz:
(1):*3.1 F(pAQ) = ~(~pV~aq)
(2):z (1),*2.03 F(~pV~q)—=>~(pAq)

*32 Fp-o(q—-(pAQ)
Dikaz:
(1): ¥3.12, *1.01 Fp—=(a—->(pAQ))

*¥3.22+F(pAQ)—(gADPp)
Dukaz:



(1): *3.13 F~(@Ap)—(~qV~p)

(2): *1.4 .. (~pV~q)
(3):*3.14 F..—>~(pAQq)
(4): (3),*2.17 F(pAQ)—(qAPp)

*3.24 + ~(p A ~p) (ang. law of contradiction, ,zakon sporu”)
Diikaz:

(1):*2.11 F~pV~~p
(2):z(1),*3.14 F~(pA~p)

*326F(pAQ)—p

Dikaz:

(1): *2.02, *1.01 F~pV(~qVp)
(2):z (1), *2.31 F(~pV~q)Vp
(3):z(2),*2.53 F~(~pV~q)—-p
(4):z (3), *3.01 F(pAQ)—p

*327F(pAQg)—q

Dikaz:
(1): *¥3.22 F(pAg)—=>(aAp)
(2): *3.26 R

*33 F((pAg)—=r)—>(p—>(g—T1))

Dikaz:

(1): *2.08, *3.01 F{(pAG)—=r) = (~(~pV~aq)—T)
(2):*2.15 o= (~r>(~pV~q))

(3): *2.08,*1.01 b= (~r = (p—~~q))

(4): *2.04 .= (p— (~r—~q))

(5): ¥2.17 F(~r->~q)—>(q—r)

(6):z (5), *2.05 Fp=>(~r->~q))=>(p—-(q—r1)
(7): z (4) a (6), *2.06 F{(pAg)—=1)—-(p—-(q—T)

B31r(p~(@—>r)->((pAg)—T)

Dukaz:
(1): *2.08, *1.01 F(p=(@—-r))=>(~pVv(~qVr))
(2):*2.3 F.o.=>((~pVv~q)Vvr)



(3): *2.53 o> (~(~pVv~q)—r)
(4): ¥2.08, *3.01 F..=>((pAQ)—T)

*3.33F((p—=>g)A(g—>r)) = (p—r) (,princip sylogismu®)
*3.34+((g—>r)A(p—q)) — (p—r) (,princip sylogismu*)
*335F(pA(P~a)—~q

BA3F((p-a)AP—r)) > (P~ (qAT)

345k (p—=q) = ((PAT) = (qAT))
*3.47F((p—>r)A(@—=s)) > ((PAG) = (rAs))

Dtikazy vynechavame.

Atd.

Definice ekvivalence (ang. equivalence)

*4.01 p< qjezkratkaza(p—q)A(q—p)

Diisledky

*41 F(p—q) e (~q— ~p) (,princip transposice“)
*411 F (p © q) © (~p © ~q) (,princip transposice”)
*4.13 + p & ~~p (,,princip dvojité negace")

*42 Fpep

*421F(peq)e(gep)
*422F(peagr(@er)—>(per)

*424 Frpe (pAp)

*425Fpe (pVvp)

*43 F(pAQ)e(qAp)

*431F(pvag)e(qVvp)

*432F((pAg)AT) = (PA(GAT))
*433F((pva)vr)e (pv(qvn)

*44 F(PA(QVvn)e((pAgV(pAD)
*441F(pV(gAT)) e ((PVa)A(pV)



Dilikazy vynechavame.

Atd.

Diikazy s *1.7

*201F(p—=>~p)—~p

Dtikaz:

(1):*1.2 F(pvp)—=p

(2):*1.7 ~p je jednoducha proposi¢ni funkce

(3):z(2),*1.71,*1.72 ~p V ~p je jednoducha proposi¢ni funkce s jednou proménnou

(4):z(3), *1.7 ~(~p V ~p) je jednoducha proposicni funkce

(5):z(2)a(4), *1.71,*1.72 ~(~p V ~p) V ~p je jednoducha proposi¢ni funkce s jednou
proménnou

(6): z (5), *1.01 (~p V ~p) = ~p je jednoduchd proposicni funkce

(7):z(6) a (1) [p:=~p] F(~pV~p)—=~p

(8):z(7), *1.01 F(p—=~p)—=~p

Atd.

Co dale vidime nejprve

Proposice mohou obsahovat zdanlivé (dnes Cesky obvykle ,vazané“, ang. plivodné apparent, dnes

bound) proménné.

Proposic¢ni funkce (¢, §, x s proménnymi x, y, z: @X, ¢xy, Ux) se po ohodnoceni svych proménnych

stanou proposicemi.
Universalni kvantifikator (Cesky obvykle ,obecny*, ang. universal quantifier; ¥x @x, kde x je zdanliva

proménna) je proposicni funkce jedné proménné [pro] proposicni funkce, jejiz hodnota je pravdiva,

byla-li hodnota proménné takova, Ze vSechny jeji hodnoty jsou pravdivé, a 1ziv3, je-1i aspon jedna Iziva.

10



Individuum (ang. individual, z lat. divido, délim) je vyraz, obsaZeny v jinych vyrazech, jenz neni ani

proposici, ani proposi¢ni funkci.

Rozsireni spojek

Spolu s negaci a disjunkci rozsitime i definice implikace, konjunkce a ekvivalence i na ne-jednoduché

proposice.

Definice existenc¢niho kvantifikatoru

*10.01 3x @x je zkratka za ~Vx ~@x

Definice stejnosti typu (ang. being of the same type, z lat. typus, resp. z fec. TomTw, razim)

*9.131 Ze dva vyrazy jsou stejného typu, je zkratka za to, Ze:
® jsou oba individua
e nebo jsou obajednoduché proposice

e nebo oba obsahuji pouze proménné stejnych typi

Dalsi prvotni proposice

*9.12  Cokoli implikovaného né¢im pravdivym je pravdivé. (,pravidlo inference*)

*9.13  Coje pravdivé o cemkoli, jakkoli vybraném, je pravdivé o vSem. (,pravidlo universalni
generalizace”, ang. rule of universal generalization, z lat. genus, resp. z fec. yévog, rod)

*9.14  Jakkoli je vyraz obsahujici proménnou smysluplny, je smysluplny pouze s vyrazem stejného
typu jako je ta proménna na jejim misté. (,pravidlo typt*)

*10.1  FVYX@X— @y

*10.12 FVXx(pV@x) = (pV VX @Xx)

11



Diisledky

*10.14 F (VX @x A VX UX) = (@y A dy)

Diikaz:
(1):*10.1 F VX @X = @y
(2): *10.1 [x = Px] F VXX = Py

(3): *3.2 [p = VX @x = @y, q := VX Yx = y]

(VX @x = @y) = ((vx x> y)

= (VX @x = @y) A (VX Yx = yy)))
(4):z(1)a(3),%9.12 F(YXx = y) = (VX @x = @y) A (VX Px = y))
(5):z(2)a(4), *9.12 F (VX @x = @y) A (VX Px = Uy)
(6): *3.47[p == VX @X, q == VX Y, I := @y, s = Jry]

H((YXx @x = @y) A (VX Ux = Uy))

= (VX @x A VX PX) = (@y A Yy))
(7):z(5)a(6),*9.12 F (VX @x A VX Px) = (@y A Yy)

Takovy dikaz budeme zkracovat:

(1):*10.1 F VX QX = @y

(2): *10.1 [x = PX] F VXX = Py
(3):z(1)a(2)*3.2 F (VX @Xx = @y) A (VX X = Yy)
(4):z(3), *3.47 F (VX @x A VX PX) = (y A gy)
*10.2 FVX(pV @x)e (pVVXeX)

Dtikaz:

(1):*10.1 F VX @X = @y

(2):z(1),*1.6 H(pVVXx@x) = (pV gy)
(3):2(2),79.13 FVy ((pV VX @x) = (pV @y))
(4):z (3),10.12,*1.01 F(pVVxex)—Vy(pV oy)
(5):*10.12 FVx(pV@x)—(pVVx@x)
(6):z(4) a(5),*3.2,*4.01 FVX(pV@x)e (pVVXxex)

*10.21 FVX(p— @x) < (p—= VXX
Dtikaz:
(1):*10.2,*1.01 FVX(p— @x) e (p—= VX @X)
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*10.22 F VX (X A Px) < (VX @X A VX X)

Dtikaz:

(1):*10.1

(2):*3.26
(3):z(2),*9.13

(4): *10.21

(5):z (4), *4.01, *3.26
(6):z(3)a(5),*9.12
(7): analogicky, *3.27
(8):z(6)a(7),*3.43
(9): *10.14
(10):z(9),*9.13
(11):*10.21

(12):z (11), *4.01, *3.26

(13):z (10) a (12), *9.12

(14): z (8) a (13), *3.2, *4.01

Takovy diikaz budeme zkracovat:

(1):*10.1

(2):*3.26
(3):z(2),*9.13,*10.21
(4): analogicky, *3.27
(5):z(3)a(4), *3.43

(6): *10.14

(7):z (6), *9.13,*10.21
(8):z(5)a(7),*3.2,*%4.01

*10.24 F @y — 3IX @X
Dtikaz:

(1):*10.1

(2):z (1), *2.03,*10.01

*10.25 F VX (px = 3AX X

FVX (@x APX) = (@y Ay)
F..—> @y
F VY (VX (@x A Px) = @y)

VY (VX (X A PX) = @y) < (VX (@x A YX) = VY @y)
F VY (VX (@x APx) = @y) = (VX (@x A PX) = Vy @y)

F VX (@x A x) = Vy @y

F VX (@x A x) = Vy Yy

FVxX (@x APX) = (Vy @y A VY y)

F (VX @x A VX PX) = (@y Ay)

FVY (VX @x A VX X)) = (y Ay))
FVy (VX @x A VX Px) = (@y A gy))
< ((Vx @x A VX PxX) = VY (@y A Yy))
FVY (VX @x A VX X)) = (y Ay))
= ((VX @X A VX YX) = VY (@y A y))
F (VX @X A VX PX) = Vy (@y A py)

F VX (X A Px) & (VX @X A VX PX)

F VX (@x A Px) = (@y A yy)
F..> @y

F VX (@X A YX) = Vy @y

F VX (@Xx A YX) = Vy Yy

FVxX (@x APx) = (Vy @y AVy y)
F(VX QX AVXUYX) = (@y A y)

F (VX @x A VX Px) = Vy (@y A y)
F VX (X A Px) © (VX @X A VX X)

F VX ~@X = ~@y
F @y — 3IX X

13



Dtikaz:
(1):*10.1 F VX @X = @y
(2): *10.24 F...— 33X ex

*10.251 F VX ~@X = ~VX @X

Dtikaz:
(1):*10.25,*10.01 F VX @X = ~VX ~@X
(2):z (1), *2.03 F VX ~@X = ~VX QX

*10.252 F ~3X @X © VX ~@X

Diikaz:

(1): *2.08,*10.01 F ~3X @X > ~~VX ~@X
(2):*2.14 F ... = VX ~@X

(3): *2.08,*10.01 F IX @X = ~VX ~@X

(4): (3), *2.03 F VX ~@X = ~ 3IX QX
(5):(2), (4),*3.2,*4.01 F ~3X X = VX ~@X
nebo:

(1):*4.13 F VX ~@X & ~~ VX ~@X
(2):z (1), *4.21 F ~~VX ~@X & VX ~@X
(3):z (2), *10.01 F ~3X X © VX ~@PX

*10.253 F ~VX @X < X ~@X

Dtikaz:

(1):*10.1 F VX @X = @y
(2):*2.12 F o= ~~@y
(3):z(2),*9.13,*10.21 F VX @X = Vy ~~@y
(4):z (3), *2.16 F ~VX ~~@X = ~VX @X
(5):z (4), *10.01 F 3X ~@X = ~VX PX
(6): *10.1 F VX ~~@X > ~~@y
(7): analogicky, *2.14 F ~VX @Xx = IX ~PX
(8):z (5)a(7),*3.2,*4.01 F~VX X © IX ~@X

*10.26 F (VX (px = Yx) A @y) = Py
Diikaz:

(1):*101 FVX (@x = bx) = (@y = Py)
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(2):z (1), *3.31

*10.27 F VX (px = Px) —

Dikaz:

(1): *10.14

(2): *3.35

(3): z (2), *9.13, *10.21
(4):z (3),*3.3

*10.271 F VX (px & Px) -

Dtikaz:

(1):*2.08, *4.01

(2): *10.22

(3): *3.26

(4): *10.27

(5): analogicky, *3.27
(6):z (4), (5),*3.43,*4.01

*10.28 F VX (X = Px) -

Dtikaz:

(1): *10.1

(2):*2.16

(3): (2),%9.13, *10.21
(4): ¥10.27

(5): *2.16, *10.01

(X (@x = UxX) A @y) = Yy

(VX @x = Vx §x)

F (VX (@x = Yx) A VX @x) = ((@y = Yy) A @y)
F..o>yy

(VX (@x = Ux) A VX @X) = Vy Yy

F VX (@x = Px) = (VX @x = VX {X)

(Vx px & Vx Px)

FVX (@x & Ux) = VX ((@x = Ux) A (Ix = @X))
Fo.= (VX (@x = Px) A VX (Px = @X))

F...= VX (px = Px)

F .. = (VX @x = VXPX)

F VX (px © Px) = (VX Px = VX @X)

F VX (X & Px) = (VX px © VX PX)

(Ix ex = Ix Px)

F VX (@x = Px) = (@y = Yy)

Foo = (~Yy = ~oy)

F VX (@x = x) = VY (~y = ~@y)
F ... = (VX ~PX = VX ~@X)

F..= (3@xex—=3IxPx)

*10.3 F (VX (@x = Px) A VX (Px = xx))= VX (px = xX)
Dtikaz:
(1):*10.22 F (VX (px = Px) A VX (Ix = xx))

(2): (1), *4.01, *3.26

(3):*3.33,%9.13
(4): (3), *10.27
(5): (2), (4), *2.06

© VX ((@x = yx) A (Px = xX))

F (VX (@x = Px) A VX (Px = xx))

= Vx ((ox = Px) A (Yx = xx))

FVX (((px = Px) A (Wx = xX)) = (@X = XX))

F VX ((@x = Px) A (Px = Xx)) = VX (X = Xx)

F (VX (@x = Px) A VX (Px = xx))= VX (X = xX)
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nebo:

(1):*10.14 (VX (@x = Ux) A VX (Ux = xx)) = ((@y = Wy) A (Wy = Xxy))
(2):*3.33 F..—= (@y = Xxy)

(3):z (2),*9.13, *10.21 F (VX (px = Px) A VX (Ix = xx))= VX (@Xx = xX)
*11.2 F VX Yy @Xxy < Vy VX Xy

Diikaz:

(1):*10.1 F VX Vy @xy = Vy @zy

(2):*10.1 Fo. = @zZW

(3):z(2),*9.13,*10.21 F VX Vy @xy = Vz zw

(4):z (3),*9.13,*10.21 F VX Vy @xy = YW Vz pzw

(5): analogicky F Yy VX @xy = Vz Vw @zw

(6):z (4) a(5),*3.2,*4.01 F VX Vy @xy © Yy VX @xy

*11.26 F3IX VY xy — Yy IX @xy

Dtikaz:

(1):*10.1 F VY Xy = @xz
(2):z(1),*9.13 F VX (VY @xy — @xZ)
(3):z(2),*10.28 F 3IX Vy @xy — IX @pxz
(4):z (3),*9.13,*10.21 F3IX VY @xy = Vy IX Xy

*11.51 F3IX VY pxy € ~VX 3y ~@xy

Dtikaz:

(1):*10.253 F ~Vy @xy & 3y ~@xy (1)
(2):z (1), *9.13 F VX (~Vy @xy < Iy ~@xy)
(3):z(2),*10.271 F VX ~VYy xy © VX 3y ~@xy
(4):z (3), *4.11,*10.01 F3IX VY @xy € ~Vx 3y ~@xy
Atd.

Dukazy s *9.14

*10.14 F (VX @x A VX UX) = (@y A dy)
Diikaz:
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(1):*10.1 F VX @X = @y

(2): *10.1 [x = Px] F VXX = Py

(3): vyrazy @y a iy jsou smysluplné tak, Ze obsahuji proménnou
stejného typu

(4):z (3),*9.14 vyrazy Vx @x = @y a Yx Pix = Jry obsahuji prislusné proménné

stejného typu, a miiZeme je brat jako jedny
(5):z (4),79.14 vyraz (Vx x = @y) = ((Yx Px = Jy) = ((Yx @x = @y) A (VX Px >

Py))) obsahuje piislusné proménné stejného typu, a miZeme je

brat jako jedny
(6):z (1), (2) a(5),*3.2 (VX @x = @y) A (VX Ux = y)
(7):z(6), *3.47 F (VX @x A VX Px) = (@y A Yy)

kde (3) byl tichy piredpoklad.

Atd.
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